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Le Probleme de Reconnaissance:
Si M™ admet une métrique d’Einstein A,
est-ce-que cela nous aide a reconnaitre M7

Qu’apprenons-nous de la géométrie de h”?

Si n = 3, sa courbure sectionnelle est constante!

Le revétement universel M est alors S5, RS H?. ..

Mais lorsque n > 5, la situation semble désespérée.

{métriques d’Einstein sur S"}/~ n’est pas connexe!

Pour n = 4, la situation est plus encourageante. . .
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L’Espace de Modules des Métriques d’Einstein
& (M) = {métriques d’Einstein h}/(Difféos x RT)
Connexe pour certaines variétés de dimension 4:

M = T K3, HYl, CHyT.

Berger, Hitchin, Besson-Courtois-Gallot, L.

Reliés a plusieurs resultats de non-existence:
Beaucoup de M* n’admettent aucune métrique d’Einstein!
Meme plus extreme si on demande que A > 0. ..
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Surface complexe simplement connexe a ¢y = 0.

Modele standard: Quartique lisse en CIPs.




Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S
52 x SQ,
K3,




Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CPo#kCPy, 0<k <S8,
52 x SQ,

K3,

M % { K3/Zs,




Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,

T4

)




Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,

\



Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Lo @ L), T (23 ® L3), ou T /(Zy ® Ly).




Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Lo @ L), T (23 ® L3), ou T /(Zy ® Ly).

Chacune admet des métriques d’Einstein a A > 0.



Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Lo @ L), T (23 ® L3), ou T /(Zy ® Ly).

Chacune admet des métriques d’Einstein a A > 0.
Aucune autre admet aussi une forme symplectique.



Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Lo @ L), T (23 ® L3), ou T /(Zy ® Ly).




Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Zy & Zp), T ) (23 @ Z3), ou T ) (Zey ® ZLy).

surfaces de del Pezzo,



Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M 2 K3/7,,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Zy & Zp), T ) (23 @ Z3), ou T ) (Zey ® ZLy).

surfaces de del Pezzo,
surface K3,



Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M g{ K3/79,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Zy & Zp), T ) (23 @ Z3), ou T ) (Zey ® ZLy).

surfaces de del Pezzo,
surface K3, surface Enriques,



Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M g{ K3/79,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Zy & Zp), T ) (23 @ Z3), ou T ) (Zey ® ZLy).

surfaces de del Pezzo,
surface K3, surface Enriques,
surface abélienne,



Théoreme (1.°09). Soit M une variété compacte
lisse de dimension 4 qui admet une structure
symplectique w. Alors, M admet également une
métrique d’Einstein h a A > 0 si et seulement si

(CP.#kCPy, 0<Ek<S

52 x SQ,
K3,
di
M %ﬁ< K3/79,
T4

T4 )2, T )23, T )2y, T | Zs,
T (Zy & Zp), T ) (23 @ Z3), ou T ) (Zey ® ZLy).

surfaces de del Pezzo,
surface K3, surface Enriques,
surface abélienne, surfaces hyperelliptiques.



Il s’agit alors de la spécificité de la...



Géomeétrie en dimension 4:



Géomeétrie en dimension 4:

Sur une (M*, h) orientée,
A=At @ AT



Géomeétrie en dimension 4:

Sur une (M*, h) orientée,
A=At @A™
ot AT sont les espaces propres a valeurs +1 de
%A% — A2,
* =1



Géomeétrie en dimension 4:

Sur une (M*, h) orientée,
A=At @A™
ot AT sont les espaces propres a valeurs +1 de
%A% — A2,
% =1.

AT = les 2-formes auto-duales.
AT = les 2-formes anti-auto-duales.



Géométrie en dimension 4:

Sur une (M*, h) orientée,
A=At @A™
ot AT sont les espaces propres a valeurs +1 de
%A% — A2,
* =1

AT = les 2-formes auto-duales.
AT = les 2-formes anti-auto-duales.

Cette dcomposition est conformément invariant!



Géométrie en dimension 4:

Sur une (M*, h) orientée,
A=At @A™
ot AT sont les espaces propres a valeurs +1 de
%A% — A2,
* =1

AT = les 2-formes auto-duales.
AT = les 2-formes anti-auto-duales.

Cette dcomposition est conformément invariant!

h ~ u2h



Géomeétrie en dimension 4:

Sur une (M*, h) orientée,
A=At @A™
ot AT sont les espaces propres a valeurs +1 de
%A% — A2,
% =1.

AT = les 2-formes auto-duales.
AT = les 2-formes anti-auto-duales.

Et pour cette raison...
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Le tenseur de courbure de h
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décompose en 4 parties irréductibles:

AT* ATF

+ 7+ .8 G
/\W—FE T

lci

s = courbure scalaire
r = tenseur de Riccl sans trace
W = tenseur de Weyl auto-dual (conformément invariant)

W = tenseur de Weyl anti-auto-dual !
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Les deux métriques riemanniennes g et i sont reliées
conformément si

h=fg
pour une fonction lisse f: M — RT.

Si g est kahlérienne, h est dite conformément kahlérienne.

(M*, h) d’Einstein et conformément kihlérienne =
g est Bach-plate = ¢ kahlérienne extrémale.

(M*, h) compacte, mais non de Kihler-Einstein =

s¢ >0 et h= const s_zg
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outre, cette métrique est géometriquement unique.

Unicité: Bando-Mabuchi 87, L "12.
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Classifier chaque métrique d’Einstein sur chaque
surface de del Pezzo.

Est-ce-que I'espace de modules & (M) est connexe?

Progres jusqu’a présent:
Caractérisation complete des métriques connues.

Remplissent exactement une composante de & (M )!
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Théoréme (L °15). Sur chaque variété lisse M*
de del Pezzo, les métriques d’Einstein conformément
kahlérienne sont exactement celles pour lesquelles

W (w,w) >0

en chaque point de M, pour une 2-forme har-
monique auto-duale globale w.

Corollaire. Ces métriques d’Einstein sur une
variété lisse M* de del Pezzo quelconque rem-
plissent exactement une composante connexe de
l’espace de modules d’Einstein & (M).
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Un résultat assez satisfaisant. . .

Mais la condition
W (w,w) >0

n’est pas purement locale!

Elle implique une 2-forme harmonique globale.

Peng Wu a découvert une caractérisation
par une condition purement locale sur W™

Critere de Wu:
det(W ) > 0.

Wu (2021): breve preuve cryptique de <.

L (2021): ...des resultats supplémentaires.
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Théoreme A. Soit (M*, h) une variété compacte
simplement connexe orientée d’Einstein pour
laquelle la courbure de Weyl

WT AT — AT
satisfait a
det(W™) > 0
en chaque point de M. Alors h = s2g pour

une métrique kahlérienne Bach-plate a coubure
scalaire s > 0, adaptée a l'orientation de M .
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0

Wr=1| g8

~

a+pf+v=0
a>0 <0, HW"#£0

det(W™T) = aBy

est donc du meéme signe que —/f5.



Soient av > 3 > ~ les valeurs propres de W™

0

Wr=1| g8

~

a+pf+v=0
a>0 <0, HW"#£0
det(W™T) = aBy

det(WT) >0 «—= B<0



Soient av > 3 > ~ les valeurs propres de W™

0

Wr=1| g8

~

a+pf+v=0
a>0 <0, HW"#£0
det(W™T) = aBy

det(WT) >0 «—= B<0

W~ —




Soient av > 3 > ~ les valeurs propres de W™

0

Wr=1| g8

~

a+pf+v=0
a>0 <0, HW"#£0

det(W™T) = aBy

det(IW ) >0 =« est de multiplicité 1.



Soient av > 3 > ~ les valeurs propres de W™

0

Wr=1| g8

~

a+pf+v7=0
a>0 <0, HW"#£0
det(W™T) = aBy

det(IW ) >0 =« est de multiplicité 1.

Donc v = cvj, : M — R est une fonction lisse, et



Soient av > 3 > ~ les valeurs propres de W™

0

Wr=1| g8

~

a+pf+v7=0
a>0 <0, HW"#£0
det(W™T) = aBy

det(IW ) >0 =« est de multiplicité 1.

Donc v = cvj, : M — R est une fonction lisse, et

on peut chosir w avec W (w) = aw, |w|;, = V2,



Soient av > 3 > ~ les valeurs propres de W™

0

Wr=1| g8

~

a+pf+v7=0
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det(W™T) = aBy

det(IW ) >0 =« est de multiplicité 1.

Donc v = cvj, : M — R est une fonction lisse, et

on peut chosir w avec W (w) = aw, |w|;, = V2,
soit sur M, soit sur un double revetement M .
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Soient av > 3 > ~ les valeurs propres de W™

0

Wr=1| g8

~

a+pf+v7=0
a>0 <0, HW"#£0
det(W™T) = aBy

det(IW ) >0 =« est de multiplicité 1.

= structure presque-complexe .J sur M ou M par
w=h(J").
Enoncé: (M, h) compacte d’Einstein = .J intégrable.
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simplement connexe orientée d’Einstein pour
laquelle la courbure de Weyl

WT AT — AT
satisfait a
det(W™) > 0
en chaque point de M. Alors h = s2g pour

une métrique kahlérienne Bach-plate a coubure
scalaire s > 0, adaptée a l'orientation de M .

Corollaire. Chaque (M*, h) compacte simplement
connexe orientée d’ Einstein a det(W 1) > 0 est
diffeomorphe a une surface de del Pezzo. In-
versement, chaque M* de del Pezzo admet de
telles métrique, et ces métrique remplissent ex-
actement une composante connexe de [’espace de

modules & (M).
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Théoreme A. Soit (M*, h) une variété compacte
simplement connexe orientée d’Einstein pour
laquelle la courbure de Weyl

WT AT — AT
satisfait a
det(W™) > 0
en chaque point de M. Alors h = s2g pour

une métrique kahlérienne Bach-plate a coubure
scalaire s > 0, adaptée a l'orientation de M .

L’hypothese de connexité simple est essentiel!
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(P = (52 x 5?)/(a x v),

2= (5% x S?)/{a x a),

M = { 924TP,,

242CPy, ou
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En outre, pour chacque telle métrique h, le revétement
universel (M, h) est de Kdhler-FEinstein, et

(62 % §2

—~ diff . CPy#3CP»,
CPo#5CPy,  ou
\CP2#7@27

est une del Pezzo definie sur R, a lieu reél &.
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eractement 15 variété compacte lisse orientée
M* qui admettent des métriques d’Einstein h d
det(W 1) > 0. Pour chacune, l'espace & qot(M)
de modules de ces métriques speciales est con-
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nexe de [’espace de modules d’Finstein & (M ).

Pourquoi & 4ot (M) C & (M) est-il ouvert et fermé?
Ouvert: det(W ™) > 0.

Fermé: det(IW ™) = ?%]Wﬂg et s > 0.
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M* qui admettent des métriques d’Einstein h d
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Théoreme D. 51 une variété compacte orientée

d’Einstein (M*, h) satisfait &
5v/2

214/21

en chaque point de M, alors det(W ™) > 0. Par

conséquence, tous les résultats précédents s’appliquent
avec cette hypothése (apparemment) plus faible.

det(W) > — WS
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Idées de la preuve:

Par la seconde identité de Bianchi,

h Einstein = W™ = (6IW)" = 0.

|
(OW)pea = =VaWhea = =Vierap + o Vas

La stratégie:

Etudier ’équation plus faible

W =0

qui bénéficie de bonnes propriétés conformes.
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SW T = 0 est conformément invariant a poids.
Si h = f2¢ satisfait a
SWT =0

alors g, par contre, satistait a

S(fIWT) =0

ce qui implique la formule de Weitzenbock

0= V*V(fWT) + ng+ 6 Wt oWt £ 2f WA

pour fIW 1 € End(A™).
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Choisirons g = f~2h et w adaptées au probleme,

prendrons le produit L? de la formule de Weitzenbock

0= V*V(fWT) + ng+ 6 Wt oWt £ 2fWHAT

avec w ® w, et intégrerons par parties. Et voilal

0= / (7, VoV (w05 (w,0) 6| () P2l Pleo?] £
o >
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0

Wr=1| g8

~

a+pf+v7=0
a>0 <0, HW"#£0
det(W™T) = aBy

det(IW ) >0 =« est de multiplicité 1.

Alors o = o, - M — R est lisse. Définissons

f=ay ™8 g= =
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Les valeurs propres de W™ ont un poids conforme:

Pour g = f—2h,

~1/3

Alors notre choix de f = « implique

0= al/s = 1

— af =1

Choisissons w € AT telles que
W) =aw, |uly=v2

peut-etre sur un double revetement M — M.
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0= /M [<W+,V*V(w R w))

W w,w) = 6 (@) + 2AW Pl £ dp



0 = / {— QW T (Vew, Vew) — 2W T (w, VEVw)
M

W w,w) = 6 (@) + 2AW Pl £ dp



0 = / {— QW T (Vew, Vw) — 2a{w, VEVew)
M

S
+afwl? = 6aful® + 2|W+y2\w|2}f dji

parce que

W, " (w) = aw



0 = / {— QW (Vew, VEW) + 2a{w, V*Vw)
M

S
+afwl? = 6aful® + 2|W+y2\w|2}f dji



0> / {— QW (Vew, VW) + 2a{w, V*Vw)
M

S
+§oz|w|2 — 60’ |w|? + 3042\w|2} f du

parce que

Wy >

DO | o
Q



0> / {— QW (Vew, VW) + 2a{w, V*Vw)
M

S
+§Oz|w|2 — 3042\w]2} f du

wlp =2 = (Vew) Lw



0> / {— QW (Vew, VW) + 2a{w, V*Vw)
M

S
+§Oz|w|2 — 3042\w]2} f du

wlp =2 = (Vew) Lw

detW™) >0 = W ~ =




0> / {— QW (Vew, VW) + 2a{w, V*Vw)
M

S
+§Oz|w|2 — 3042\w]2} f du

wlp =2 = (Vew) Lw

det(WT) >0 = W (Vew, Véw) <0



200{w, V*Vw)

S
+§Oz|w|2 — 3042\w]2} f du

wlp =2 = (Vew) Lw

det(WH) >0 —

— WH(Vew, Véw) > 0



0> / [2@<w,V*Vw> +§oz\w\2 — 3a’|wl?| f du
M



0 > / [2<w,V*Vw> +§]w\2—8(x\w\2 (af) du
M 2



0 > / [2<w,V*Vw> +§]w\2—3()¢\w\2 (af) du
M 2

Mais

af =1



0> / {2<w,V*Vw> +§\w|2 —3‘&)‘2&} d
M 2



0 2/ [2<w,V*Vw>—3W+(w,w)+§\w\2 d
M






oz/ [%|Vw\2+%<w, (d+ d¥)? w>} du
M

Parce que

(d+d*)? = Vv — oW +§

sur T'(A™).



1
02—/ |Vw\2d,u+3/ ldwl|? dpu
2Jm M



1
OZ—/ \Vw\Qd,u+3/ ldwl|? dpu
2JMm M

Donc Vw = 0, et g est kahlérienne!






Merci de m’avoir invité!






Bon rétablissement a la pandémie!



